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Re´sume´. L’estimation parame´trique des mode`les dynamiques en biologie est souvent
rendue complexe par les fortes interactions entre processus et les non-line´arite´s qui en de´-
coulent, ainsi que par la difficulte´ de l’observation du syste`me par expe´rimentation. Dans
cet article nous e´tudions l’application de la me´thode de filtrage particulaire par convolu-
tion, de´veloppe´e pour permettre d’estimer les parame`tres et les e´tats cache´s simultane´ment
pour des syste`mes non-line´aires. Nous proposons une variation de cette me´thode mettant
en jeu des ite´rations multiples du filtre particulaire par convolution, en tenant compte
des informations obtenues lors de l’ite´ration pre´ce´dente afin d’ame´liorer l’estimation des
parame`tres. Une version conditionnelle de l’approche est e´galement propose´e dans le cas
d’un syste`me dynamique bruite´, en re´alisant l’estimation parame`tres-e´tats en supposant
les parame`tres du mode`le de bruits connus, puis en estimant ces derniers graˆce aux e´tats
cache´s estime´s, et en relanc¸ant l’algorithme avec ces nouveaux parame`tres. La me´thode a
e´te´ imple´mente´e pour un mode`le de croissance de betterave avec observations rares, et les
re´sultats apparaissent meilleurs que la me´thode de filtrage par convolution sans ite´ration,
meˆme re´alise´e avec un nombre bien plus important de particules. La me´thode est par
ailleurs ge´ne´rique, robuste et facilement adaptable.
Mots-cle´s. Mode`le de Markov cache´, Filtrage non line´aire, Estimation de parame`tre,
Mode`le de croissance de plantes.
Abstract. Parameter estimation for dynamic biological models is often considered to
be a complex problem because of the strong interactions between processes, the nonli-
nearity and the difficulty in obtaining experimental observations. A typical example is
plant growth model. In this context, classical parameter estimation techniques are dif-
ficult to apply. Nevertheless, Convolution Particle Filtering (CPF) was shown to be an
efficient approach, aiming at the joint estimation of parameters and hidden states. In this
article, we propose a variation of this method based on multiple iterations of CPF, which
takes into account the information obtained by the former iteration in order to improve
the precision of the estimates. A conditional version of the method is also derived for
stochastic dynamic systems : in the first place, model parameters and hidden states are
jointly estimated conditionally on the noise parameters, in the second place, the latter
are estimated based on the estimation of the hidden states. Both steps can be repeated
until convergence. The implementation is performed with a sugar beet growth model. The
results obtained with the proposed method appear to be significantly better than those
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obtained with the classical CPF, even if the latter estimation is performed with a much
larger number of particles. The iterative version of CPF is easy to adapt to all kinds of
dynamic models, and appears robust.
Keywords. Hidden Markov models, Nonlinear filters, Parameter estimation, Plant
growth models.
1 Introduction
La me´thode de filtrage particulaire par noyaux de convolution se re´ve`le une me´thode
efficace pour l’estimation conjointe des e´tats cache´s et des parame`tres pour les mode`les
de Markov cache´s [1], [8]. Elle repose sur l’estimation des densite´s de probabilite´ des e´tats
cache´s conditionnellement aux observations de fac¸on re´currente a` l’aide d’un estimateur
a` noyaux.
Pour les proble´matiques d’estimation parame´trique, dans un contexte de filtrage conjoint
e´tats-parame`tres hors-ligne, et quand la connaissance a priori sur les parame`tres est faible
(cas d’un a priori non-informatif), nous proposons d’ite´rer le filtrage particulaire a` noyaux
un grand nombre de fois, c’est a` dire en prenant comme population de particules a` la k-e`me
ite´ration du filtrage, la distribution de particules obtenues a` la fin de la (k− 1)-e`me ite´ra-
tion. En particulier, nous montrerons que cette me´thode est particulie`rement inte´ressante
lorsque les observations du syste`me dynamique sont rares ou irre´gulie`res, comme bien
souvent lorsqu’il s’agit de syste`mes biologiques, en permettant d’assurer la convergence
des estimateurs.
2 Me´thode baye´sienne d’estimation des parame`tres
par filtrage particulaire a` noyaux de convolution
Nous conside´rons un mode`le de Markov cache´ pour lequel on a de´fini un e´tat ca-
che´ augmente´ Xan = (Xn,Θn), incluant Xn l’e´tat cache´ au temps n et Θ le vecteur des
parame`tres a` estimer. Si Yn repre´sente le vecteur d’observations au temps n, le mode`le
de Markov cache´ (d’ordre 1) est de´termine´ par les densite´s de probabilite´ de transition
p(xan|xan−1) (correspondant a` l’e´quation d’e´volution), p(yn|xan) (correspondant a` l’e´quation
d’observation) et la densite´ initiale p(xa0).
Le filtre particulaire a` noyaux de convolution permet d’estimer conjointement les pa-
rame`tres et les e´tats cache´s du syste`me dynamique en temps re´el en s’appuyant sur les
donne´es observe´es. Les particules sont initialise´es de fac¸on soit informative (a` partir de
p(xa0)) ou non informative (en distribuant uniforme´ment sur l’espace admissible). Le fil-
trage s’effectue alors de fac¸on re´currente, en deux e´tapes a` chaque pas de temps n [1] :
• Pre´diction : l’objectif est de fournir un estimateur a` noyau de p(xan+1, yn+1|y0:n)
note´ pˆ(xan+1, yn+1|y0:n). M particules {x˜an(i), i = 1, . . . ,M} sont tire´es selon la loi de densite´
2
pˆ(xan|y0:n). On propage ensuite chacune de ces particules a` travers l’e´quation d’e´volution du
syste`me pour obtenir {x˜an+1− (i), i = 1, . . . ,M} tire´es selon la loi de densite´ p(xan+1|x˜an(i)).
Enfin, dans le cas ou` la loi de densite´ p(yn+1|x˜an+1− (i)) est connue explicitement, l’e´tape
d’e´chantillonnage {y˜(i)
n+1− , i = 1, . . . ,M} n’est plus ne´cessaire.
Avec KX
hXM
un noyau de Parzen-Rosenblatt de feneˆtres hXM , on en de´duit l’estimateur a`
noyau empirique de la densite´ de probabilite´ conditionnelle de (Xan+1, Yn+1) sachant Y0:n :
pˆ(xan+1, yn+1|y0:n) =
1
M
M∑
i=1
KXhXM
(
xan+1 − x˜an+1− (i)
)
p
(
yn+1|x˜an+1− (i)
)
. (1)
• Correction : l’estimateur a` noyaux pour p(xan+1|y1:n+1) est alors donne´ par :
pˆ(xan+1|y1:n+1) =
M∑
i=1
KXhXM
(xan+1 − x˜an+1− (i))p
(
yn+1|x˜an+1− (i)
)
M∑
i=1
p
(
yn+1|x˜an+1− (i)
) . (2)
La quantite´ p
(
yn+1|x˜an+1− (i)
)
/
∑M
i=1p
(
yn+1|x˜an+1− (i)
)
peut s’interpre´ter comme le poids
normalise´ w˜
(i)
n+1 associe´ a` la particule x˜
a
n+1−
(i).
Notons que la me´thode s’adapte sans difficulte´ si nous sommes dans le cadre d’observa-
tions rares. Soient les observations (yni)1≤i≤P , ou` (ni)1≤i≤P sont les temps d’observations.
L’estimation de p(xan|yn1,n2,...,nk) est mise a` jour au temps nk+1 en propageant les par-
ticules par l’e´quation d’e´volution entre nk et nk+1, et en estimant p(x
a
n|yn1,n2,...,nk,nk+1)
par les noyaux de convolution utilisant les nouvelles observations ynk+1 . Par la suite nous
noterons (ni)1≤i≤P les temps d’observation.
3 Filtrage par noyaux de convolution ite´ratif
Si on se place dans le cadre hors-ligne, nous proposons une alternative aux me´thodes
de lissage (voir par exemple [5]) base´e sur l’ite´ration du filtrage particulaire par noyaux de
convolution. A la suite du filtrage, nous disposons d’un ensemble de particules {x˜anP (i), i =
1, . . . ,M} avec les poids normalise´s associe´s {w˜(i)nP , i = 1, . . . ,M}. Nous relanc¸ons alors
le filtrage en re´initialisant les particules {x˜a0(i), i = 1, . . . ,M} en choisissant {x˜0(i), i =
1, . . . ,M} de la meˆme fac¸on que pour le filtre classique (selon la distribution p (x0)))
et en revanche les parame`tres {Θ˜(i)0 , i = 1, . . . ,M} sont initialise´s avec les {Θ˜(i)nP , i =
1, . . . ,M}. Les poids associe´s aux nouvelles particules ainsi obtenues {x˜a0(i), i = 1, . . . ,M}
sont {w˜(i)nP , i = 1, . . . ,M}.
Si la taille effective de l’e´chantillon diminue sous un certain seuil, une proce´dure de re´-
e´chantillonnage est mise en place avant de relancer la proce´dure de filtrage, afin d’e´viter
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que les poids des particules ne de´ge´ne`rent trop [6]. Un tirage multinomial base´ sur les
poids des particules est effectue´.
Apre`s chaque ite´ration l du filtrage, les estimateurs des parame`tres et des e´tats cache´s
sont donne´s par :
Θˆ(l) =
M∑
i=1
w˜(i)nP Θ˜
(i)
nP
et xˆ(l)nk =
M∑
i=1
w˜(i)nk x˜
(i)
nk
. (3)
La me´thode d’estimation ainsi de´finie e´tant stochastique, apre`s une pe´riode de burn-in
de K ite´rations (K = 100 dans nos tests, voir figure 1), nous conside´rons un estima-
teur moyenne´ afin de s’affranchir des fluctuations algorithmiques pour la convergence de
l’algorithme [2]. Supposons que le nombre de particules est constant, pour l > K :
¯ˆ
Θ(l) =
1
l −K
l∑
j=K+1
Θˆ(j) et ¯ˆx(l)nk =
1
l −K
l∑
j=K+1
xˆ(j)nk . (4)
Quand le mode`le de Markov cache´ s’e´crit sous la forme d’un syste`me de´terministe
bruite´, Θ se de´composant en (Θ1,Θ2) avec Θ1 les parame`tres de la partie de´terministe du
mode`le d’e´volution et d’observation, et Θ2 les parame`tres de bruits, nous proposons une
version conditionnelle de l’algorithme : l’estimation des e´tats cache´s et de Θ1 e´tant re´alise´e
en supposant Θ2 connu. En pratique, des parame`tres de bruits faibles meˆme relativement
diffe´rents des parame`tres de bruits re´els assurent une convergence de l’algorithme vers
des estimations satisfaisantes des parame`tres de la partie de´terministe du mode`le et des
e´tats cache´s. L’initialisation de l’algorithme est ainsi possible, en prenant un Θ2 corres-
pondant a` des bruits faibles (des e´carts types de 0.01 dans nos tests). Ainsi, une fois estime´
les parame`tres Θ1 et les e´tats cache´s, nous pouvons estimer directement les re´alisations
des bruits de mode´lisation et d’observation, et donc les parame`tres Θ2. On relance alors
l’algorithme avec la nouvelle valeur de Θ2 et on ite`re jusqu’a` convergence.
Notons que les ite´rations successives du filtrage font que la distribution a posteriori
des parame`tres n’est pas repre´sentative de l’incertitude sur ces parame`tres mais bien des
incertitudes lie´es au fait que l’algorithme soit stochastique. Afin de de´terminer l’inter-
valle de confiance sur les parame`tres, nous mettons en oeuvre la me´thode de bootstrap
parame´trique [4]. Ceci est rendu possible car la version conditionnelle de l’algorithme per-
met une estimation satisfaisante des parame`tres Θ2 (cf. Table 1), et donc de simuler des
e´chantillons de donne´es virtuelles sur lesquelles re´aliser nos estimations pour e´valuer les
distributions des parame`tres.
4 Application a` l’estimation des parame`tres d’un mo-
de`le de croissance de plantes
Comme bien souvent pour les syste`mes biologiques, la parame´trisation des mode`les
fonctionnels de croissance de plantes est de´licate : les mode`les sont non-line´aires, souvent
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surparame´tre´s, avec des donne´es expe´rimentales difficiles a` acque´rir [3]. Un proble`me im-
portant reste l’e´valuation de l’incertitude sur les parame`tres. L’application de la me´thode
de filtrage par noyaux de convolution ite´ratif semble apporter une solution robuste et
ge´ne´rique au type de proble`mes rencontre´s pour ces mode`les.
4.1 Mode`le stochastique de croissance
Nous pre´sentons un mode`le de croissance de la betterave pour illustrer les perfor-
mances de la me´thode, a` l’e´chelle de temps journalie`re. Deux compartiments d’organes
sont conside´re´s, le feuillage et la racine. Ces e´quations peuvent eˆtre ge´ne´ralise´es a` bien
d’autres plantes sans difficulte´.
Production de biomasse : Q(t) est la production de biomasse au jour t obtenue par
la loi de Beer-Lambert [7] :
Q(t) =
(
µ · PAR(t) (1− e−λQg(t))) · (1 + ηQ(t)) (5)
avec Qg masse foliaire verte (active pour la photosynthe`se), PAR le rayonnement photo-
synthe´tiquement actif, et le bruit de mode´lisation ηQ ∼ N (0, σ2Q).
Allocation entre les deux compartiments feuilles et racine :
Qf (t+ 1) = Qf (t) + γ(t) ·Q(t) (6)
Qr(t+ 1) = Qr(t) + (1− γ(t)) ·Q(t) (7)
La fonction γ est de´finie par :
γ(t) = γ(τ(t)) = (γ0 + (γf − γ0) ·Ga(τ)) · (1 + ηγ(t)) (8)
avec τ(t) le temps thermique (correspondant a` la tempe´rature journalie`re cumule´e, depuis
le semis), Ga la distribution cumule´e de la loi log-normale, de parame`tres µa, sa, et le
bruit de mode´lisation ηγ(t) ∼ N (0, σ2γ).
Se´nescence : La masse foliaire se´nescente Qs (non active pour la photosynthe`se) est
une proportion de la masse foliaire accumule´e de´termine´e e´galement par la distribution
cumule´e d’une loi log-normale de parame`tres µs, ss :
Qs(t) = Gs(τ(t))Qf (t) (9)
On en de´duit alors simplement la masse foliaire verte Qg :
Qg(t) = Qf (t)−Qs(t) (10)
Observations expe´rimentales :
Y (t) =
 Qg(t) · (1 + g(t))Qs(t) · (1 + s(t))
Qr(t) · (1 + r(t))
 (11)
avec des bruits d’observation g(t)) ∼ N (0, σ2g), s(t) ∼ N (0, σ2s) et r(t) ∼ N (0, σ2r).
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4.2 Estimation des parame`tres par filtrage a` noyaux de convo-
lution ite´ratif
Par simulation du mode`le stochastique, nous ge´ne´rons un vecteur d’observations Y exp
avec des observations tous les 5 jours, jusqu’au jour 140 (soit 28 dates d’observations), et
nous estimons Θ1 = (µ, µa, µs) et Θ2 = (σQ, σγ, σg, σs, σr) par la version conditionnelle du
filtrage ite´ratif (en conside´rant Θ2 connu, en l’estimant a` partir des e´tats cache´s, puis en
re´pe´tant l’ope´ration avec la nouvelle valeur de Θ2). Nous utilisons 10000 particules, 300
ite´rations du filtrage et 3 re´pe´titions de la version conditionnelle avec mise a` jour de Θ2.
Dans la figure 1, nous illustrons la convergence de l’estimation des parame`tres (moyen-
ne´e, cf. E´quation (4)) apre`s la pe´riode de burn-in avec un grand nombre d’ite´rations lar-
gement suffisant. La figure 2 illustre elle l’estimation des e´tats cache´s Qr et Qg. Celle-ci
se re´ve`le tre`s bonne malgre´ les bruits d’observation relativement importants.
Figure 1 – E´volution de l’estimation moyenne´e (cf. E´quation (4)) des parame`tres µ, µalloc, µsen en
fonction du nombre d’ite´rations du filtre et apre`s une pe´riode de burn-in de 100 ite´rations
Figure 2 – Comparaison des e´tats cache´s estime´s, des e´tats cache´s re´els et des observations pour la
masse racinaire Qr et la masse foliaire Qg
Afin d’e´tudier le biais d’estimation de l’algorithme, pour les parame`tres Θ1 et Θ2, nous
re´pe´tons l’algorithme pour 100 jeux d’observations ge´ne´re´s pour Y exp (avec les vraies va-
leurs de Θ2) et pre´sentons les re´sultats dans la Table 1. Notons que dans un cas d’estima-
tion re´elle, la meˆme proce´dure serait re´alise´e pour le bootstrap parame´trique, en prenant
la valeur de Θ2 estime´e.
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Estimation des µ µa µs
parame`tres Moyenne E´cart-type Moyenne E´cart-type Moyenne E´cart-type
Vraie valeur 3,67 5,04 8,034
Moyenne 3,6672 ± 0,0312 5,0390 ± 0,0254 8,0355 ± 0,0069
Estimation des ηQ ηγ
bruits de mode´lisation Moyenne E´cart-type Moyenne E´cart-type
σQ, σγ (vraie valeur 0.02) 0,0253 ± 0,0071 0,0236 ± 0,0039
Estimation des g s r
bruit d’observations Moyenne E´cart-type Moyenne E´cart-type Moyenne E´cart-type
σg, σs, σr (vraie valeur 0.05) 0,0537 ± 0,0073 0,0580 ± 0,0142 0,0548 ± 0,0087
Table 1 – Estimation des parame`tres du mode`le de croissance avec la me´thode du filtrage ite´ratif dans
sa version conditionnelle pour l’estimation des bruits (moyennes et e´carts-types base´es sur 100 tests).
La me´thode d’estimation se re´ve`le non biaise´e pour les parame`tres fonctionnels du
mode`le (Θ1), et avec un le´ger biais pour les parame`tres du mode`le de bruit (Θ2). Ce
biais peut s’expliquer par le nombre relativement faible d’observations (28) qui sont uti-
lise´es pour l’estimation de (Θ2) a` partir des e´tats cache´s. Le biais diminue si le nombre
d’observations augmente. Cette estimation satisfaisante des bruits est inte´ressante car elle
permet dans les cas re´els de lancer une proce´dure de bootstrap parame´trique [4] pour
e´valuer l’incertitude sur les parame`tres.
4.3 Re´sultats avec et sans ite´ration du filtrage
Avec le meˆme mode`le, dans le meˆme cas d’observations rares, en conside´rant les para-
me`tres de bruit connus, nous comparons les performances du filtrage avec et sans ite´ration.
Pour diffe´rents nombres de particules M , nous estimons µ, µa, σa et σs pour 700 jeux de
donne´es dans le cas sans ite´ration et 200 dans le cas ite´ratif ge´ne´re´s a` partir du meˆme
vecteur de parame`tres. Au bout d’un moment, l’augmentation du nombre de particules
ne permet plus d’ame´liorer la qualite´ de l’estimation pour le filtre sans ite´ration, qui se
re´ve`le moins bon que le filtre ite´ratif ici.
Filtre sans ite´ration, M = 100 1000 10000 100000
vraie valeur moyenne IC95% moyenne IC95% moyenne IC95% moyenne IC95%
µ 3,67 3,119 [ 3,016 ; 3,216 [ 3,593 [ 3,526 ; 3,667 [ 3,642 [ 3,591 ; 3,689 [ 3,648 [ 3,592 ; 3,676 [
µa 5,04 4,521 [ 4,354 ; 4,689 [ 4,985 [ 4,861 ; 5,180 [ 5,134 [ 5,026 ; 5,198 [ 5,140 [ 5,051 ; 5,177 [
sa 0,931 1,404 [ 0,935 ; 1,583 [ 1,228 [ 0,705 ; 1,450 [ 0,803 [ 0,697 ; 1,047 [ 0,782 [ 0,701 ; 0,979 [
µs 8,034 8,581 [ 7,942 ; 9,431 [ 8,080 [ 7,948 ; 8,999 [ 8,054 [ 8,020 ; 8,086 [ 8,053 [ 8,027 ; 8,074 [
Filtre ite´ratif (1400 ite´r.), M = 1000 10000
vraie valeur moyenne IC95% moyenne IC95%
µ 3,67 3,669 [ 3,609 ; 3,740 [ 3,674 [ 3,616 ; 3,721 [
µa 5,04 5,049 [ 4,919 ; 5,155 [ 5,033 [ 4,952 ; 5,124 [
sa 0,931 0,915 [ 0,816 ; 1,022 [ 0,935 [ 0,873 ; 0,993 [
µs 8,034 8,039 [ 8,023 ; 8,053 [ 8,036 [ 8,025 ; 8,047 [
Table 2 – Comparaison du filtrage avec et sans ite´ration pour diffe´rents nombres de particules M
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5 Conclusion
Cet article introduit la me´thode de filtrage particulaire ite´ratif a` noyaux de convolu-
tion pour les mode`les de Markov cache´s, et sa version conditionnelle pour l’estimation
des parame`tres de bruits dans le cadre de syste`me dynamique stochastique. Les re´sultats
pre´sente´s pour un mode`le de croissance de plantes, a` observations rares sont excellents
pour l’estimation des parame`tres fonctionnels (partie de´terministe du mode`le), et satis-
faisants en ce qui concerne l’estimation des e´tats cache´s et l’estimation des parame`tres de
bruits, ce qui permet par boostrap parame´trique d’e´valuer l’incertitude d’estimation des
parame`tres, proble´matique toujours importante pour les mode`les biologiques.
D’autres tests ont pu eˆtre accomplis sur diffe´rents mode`les conduisant aux meˆmes
re´sultats. La me´thode est robuste et tre`s ge´ne´rique. Des comparaisons ont e´te´ faites avec
la me´thode de filtrage a` noyaux de convolution classique [1] et ont de´montre´ l’inte´reˆt de
la me´thode ite´rative quand le nombre d’observations est limite´, meˆme en prenant des
nombres de particules bien plus grands pour la me´thode classique. Il serait inte´ressant
de comparer la me´thode ite´rative avec les me´thodes de lissage [5]. Une difficulte´ de la
me´thode est son temps de calcul important. Des tests sont en cours pour comprendre la
convergence, en particulier l’e´quilibre entre nombre de particules et nombre d’ite´rations.
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